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Resumen. Se presenta la formulacion de un elemento finito de viga 3D para el analisis
no-lineal de secciones prismadticas anisotropas de laminados compuestos, sometidas a
esfuerzos combinados de flexion, corte y torsion. El modelo propone una formulacion del
campo de desplazamientos modificado y un conjunto de funciones de forma clase Cl que
consideran el acoplamiento entre desplazamientos extensionales y distorsiones y admiten
el alabeo de la seccion. Bajo una formulacion lagrangiana total (TL) del equilibrio, se
formula una matriz tangente no-lineal de rigidez considerando desplazamientos y
tensiones iniciales. El elemento fue implementado numéricamente y se obtuvieron algunos
resultados para problemas conocidos.
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1 INTRODUCCION

En los tltimos afios un importante nimero de formulaciones de elementos finitos de viga
para el andlisis de vigas de materiales anisétropos en general y laminados compuestos
reforzados con fibras en particular, han sido propuestas. Estas formulaciones, en su mayoria,
se basan en las hipotesis de Euler-Bernoulli o Timoshenko-Reissner, que asumen como
hipdtesis cinematica fundamental el mantenimiento de las secciones planas luego de la
deformacion.

La consideracion de dicha hipdtesis de linealidad cinematica supone que la existencia de
esfuerzos de torsion y corte no produce el alabeo de las secciones. Esto se cumple
automdticamente con formulaciones de corte en donde las distorsiones de corte sean
constantes en la altura del elemento, y en el caso de torsiébn combinada, sobre secciones
circulares. Es un hecho bien conocido que la existencia de esfuerzos de torsion en secciones
no circulares causan el alabeo de las secciones transversales del elemento, equivalente a la
pérdida de la hipotesis de secciones planas. La consideracion simultdnea de las deformaciones
por corte y torsion, establece una serie de relaciones cinematicas entre los giros de torsion y
flexion y los desplazamientos transversales y longitudinales que no son tomados en cuenta
por dichas formulaciones.

El campo completo de desplazamientos y deformaciones de un solido tridimensional
prismatico se puede obtener a partir de la combinaciéon de las soluciones de los cuatro
problemas fundamentales de Saint Venant. Basadas en estas soluciones, algunas
formulaciones avanzadas de elementos finitos [12] analizan el problema de la viga
tridimensional de seccion rectangular como un problema de deformacion de soélidos
tridimensionales bajo cargas en sus extremos, mediante la incorporacion de funciones de
forma y matrices de interpolaciéon muy complejas.

Otras formulaciones cinematicas, conocidas como teorias de vigas de corte de orden
superior (HSDT), son capaces de considerar una distribucion arbitraria del campo de
desplazamientos en el plano de la seccion transversal al introducir los efectos del corte
mediante una discretizacion adicional al nivel de las laminas [7], [13]. Las teorias HSDT se
basan en general en formular un campo de distorsiones por corte arbitrario que debe cumplir
las condiciones de borde libre de tensiones en los extremos de la seccion transversal,
incorporando grados de libertad adicionales en la altura de la seccidon con una discretizacion
que podra ser mayor, igual o menor al nimero de laminas. Estas hipotesis cinematicas, junto a
la relajacion de la hipotesis de indeformabilidad de las normales, equivalen en la practica a un
analisis tridimensional condensado del elemento de viga

La anisotropia que incorporan los materiales constitutivos del laminado establece la
necesidad de almacenar y evaluar en cada punto de integracion, las relaciones constitutivas
entre tensiones y deformaciones de un material ortétropo con nueve (o cinco) constantes
materiales que deberan ser analizadas en una direccion particular con coeficientes aparentes
adicionales. Como ejemplo, en un modelo de elementos finitos de viga, con una malla
elementos de dos puntos de Gauss y con una seccion transversal de veinte laminas, se
requieren aproximadamente unas 300 evaluaciones de la ecuacion constitutiva tensorial, para
cada elemento y en el caso de problemas no-lineales, en cada iteracion. Este elevado costo
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computacional de arranque, hace critica la necesidad de modelos sencillos, robustos y
computacionalmente econdmicos, con capacidad de predecir correctamente el campo
completo de desplazamientos con un minimo numero de elementos y con un niamero reducido
de iteraciones, y establecen la motivacion del presente trabajo.

1.1 Revision de la teoria clasica de vigas

Una revision detallada de la literatura existente sobre el analisis de vigas, inclusive cuando
fuera particularizada a las aplicaciones de laminados compuestos, excede el alcance del
presente trabajo. Sin embargo una breve discusion sobre las teorias clasicas de la resistencia
de materiales es fundamental para comprender cuales serian los requisitos que debiera poseer
un modelo para el anélisis de vigas anisotropas prismaticas sometido a esfuerzos combinados
de flexiodn, corte y torsion, basado en la teoria de vigas.

La teoria clasica de vigas, empleada habitualmente en los problemas de ingenieria, parte de
la hipotesis cinemadtica fundamental del mantenimiento de las secciones planas luego de la
deformacion, hipotesis que permite formular un campo completo de desplazamientos
aproximado en funcion de las rotaciones de flexion y desplazamientos transversales del eje de
referencia de la viga. Si no se consideran las deformaciones por corte en ambos planos de
flexion, se verifican las hipotesis de Euler-Bernoulli, ya que el plano medio transversal se
mantiene perpendicular al plano medio longitudinal. En estas formulaciones, conocidas en la
teoria de laminados como CLPT (Classical Laminate Plate Theory), las deflexiones son
subestimadas y las frecuencias naturales y cargas criticas de pandeo son sobrestimadas.

Cuando se consideran las deformaciones por corte, deben efectuarse hipdtesis adicionales
sobre la distribucion de las mismas sobre la seccion transversal. En primera aproximacion se
puede admitir Ginicamente la existencia de deformaciones de corte constantes en toda la
seccion. Esta distorsion por corte del plano transversal modifica el giro de flexion y causa que
las secciones planas ya no sean perpendiculares al eje medio de la viga, y permiten en
definitiva, considerar de manera lineal los efectos de las deformaciones por corte sobre los
desplazamientos del elemento. En las teorias de laminados, estas hipotesis corresponden a una
teoria de deformaciones de corte de primer orden o FSDT (First-order Shear Deformation
Theory). Sin embargo, las formulaciones cinematicas de teorias FSDT no consideran el efecto
de la torsion sobre el campo de desplazamientos y requieren ademas de factores de correccion
para el valor de la energia de deformacion, debido a que la distribucion de tensiones
tangenciales viola las condiciones de bordes libres de tensiones. La obtencion de dichos
factores de correccion no es una tarea sencilla cuando las relaciones constitutivas son de
naturaleza anisétropa [10].

En el caso particular de la torsion uniforme en secciones transversales de seccion circular,
los desplazamientos relativos longitudinales no se modifican y verifican las hipdtesis de la
teoria elemental de Coulomb. Si las secciones no son circulares, una solucion cerrada puede
obtenerse a partir de la teoria de Saint Venant mediante la incorporacion de una funcion de
correccion x, (»,z) que modifica el campo de desplazamientos longitudinales. La funcién

X.(»,z), se denomina funcion de Warping o alabeo y se obtiene como la solucion del
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problema de la teoria de la elasticidad de la viga sometida a un par torsor en sus extremos
(Tercer Problema de Saint-Venant).

En general, para los problemas de vigas sometidas a esfuerzos axiales, de corte, de flexion
y torsion, el campo completo de desplazamientos y deformaciones de un so6lido tridimensional
prismatico se puede obtener a partir de la teoria de la elasticidad, como la combinacién de las
soluciones de los cuatro problemas fundamentales de Saint Venant [9].

La existencia simultdnea de esfuerzos de flexion, corte y torsién en vigas anisétropas de
seccion no circular, requiere de la formulacion de un campo de desplazamientos y de un
conjunto de funciones especiales de interpolacion, que puedan evaluar la influencia real de las
distorsiones de corte y torsion sobre los desplazamientos transversales. La formulacién de un
campo de desplazamientos basado en la teoria de vigas resulta en un modelo sencillo, robusto
y computacionalmente econémico y ése es el objeto de los paragrafos subsiguientes.

2 FORMULACION CINEMATICA

Basado en la teoria de vigas, se propone en la presente formulacion un campo de
desplazamientos aproximado para el elemento de viga tridimensional prismatico de eje recto,
a partir de un conjunto de funciones definidas sobre un sistema de coordenadas local del

elemento {’fc, v, ’2} , solidario al eje medio de la barra.
El campo de desplazamientos propuesto supone inicialmente la hipdtesis del

mantenimiento de secciones planas luego de la deformacion, la cual permite expresar todos
los desplazamientos de la seccidn transversal a partir de los desplazamientos del eje medio

tho tro t 1o

del elemento ‘u’,’v’,'w”. Para considerar los efectos de la torsion sobre la seccion

transversal, se ha incorporado a la componente de desplazamientos longitudinales (1) un
término de correccidon que solo dependera de las variables del plano de la seccion transversal

v.="x. (’ 7, ’2). La inclusion de este término equivale a relajar la hipotesis de secciones

planas original.

tﬁztuﬂo_i_tj}_téz_té_tév_i_tj{x.téx’x (1)
BP0 —12.10. (2)
t‘/f{}zt‘/f{}o_i_tj}.tér (3)

En una formulacion lagrangiana total, las derivadas de las funciones que definen el campo
de desplazamientos se refieren a las variables configuracion inicial de referencia, con la

notacion habitual (*)x=d*/d °x. Las relaciones cinematicas entre los giros y los

desplazamientos del campo de desplazamientos propuesto, se pueden obtener a partir de la
medida de deformacion (lineal) del tensor de pequenas deformaciones.

| » -
tél]:—' tu'\j,z+tuf\z,j 4
> ) ©)
Desarrollando las componentes ‘7" del tensor gradiente de desplazamientos de la
expresion (4) y asumiendo la hipdtesis de indeformabilidad del plano de la seccion transversal
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(el plano se alabea pero no cambia de forma) se obtienen las expresiones de las distorsiones
angulares.

Py =287 =+ 0.4, (£, %) (5)
tj?xzz_z'téxz=_tﬁ};+téy_[éx,x'(t;2x,z+t)>) (6)

En la obtencion de las expresiones dadas en (6), se asumid que el giro especifico de torsion
es constante dentro del elemento (d ’0. / dx’ = 0) . De lo contrario, existiran derivadas no

nulas de las distorsiones angulares (8’}7xz [0°%#0,0' Ve / 0°x # 0) que violan la ecuacion de

equilibrio diferencial del elemento.

o t

Y.y

Figura 1 Sistemas de coordenadas global {x} y local {)?} del elemento. Configuracion inicial de
referencia y configuracién espacial para un instante 7.

A _tA A N A or _00 02 _O0N 0L _ 02
w=u,u,=v,'uy="w ‘x,=°%,x,=9,°x, =°z

El signo negativo de la expresion (6) se debe a que la distorsion de corte simple debe
producir trabajo positivo para un esfuerzo de corte positivo. Con las hipotesis efectuadas, el
campo de desplazamientos propuesto verifica la hipotesis de indeformabilidad del plano

transversal (’?yz = 0) segun se verifica en la expresion (7)
P=2-0" =("D.+W,)=="6,+'9,=0 (7)
El término de alabeo se puede obtener a partir de la solucién del Tercer Problema de Saint
Venant para una seccion prismatica tridimensional sometida a un par torsor en sus extremos
definida segun la serie infinita (8). La determinacion del término de alabeo para secciones de

forma arbitraria, puede consultarse en los textos clasicos sobre la teoria matematica de
elasticidad.
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4(-1)"sin(k,'$)-sinh(k,-'2) L _(2n+1) 7

Fo= 2 (15,2) ==Y =TT ()
n=0 b20 ' (k"l )3 ’ COSh (kn : };7) bg

La serie infinita converge rapidamente y requiere de pocos términos para obtener
resultados de precision razonable. No obstante, la eleccion del nimero de términos adecuado
dependera de la relacion de lados de las secciones transversales del problema analizado

(bg / h) , por lo que la implementacion numérica de la formulacién propuesta en (8) deberia

admitir un numero variable de términos. En el caso de secciones circulares, la funcion de
warping debe ser nula en todo el dominio.

2.1 Interpolacion del campo de desplazamientos. Formulaciones clase C0 y C1

El campo completo de desplazamientos del elemento de viga tridimensional puede
representarse mediante un vector (9) cuyas componentes son los desplazamientos
longitudinales y transversales, medidos desde el origen de sistema de coordenadas locales
solidario con el elemento y en una configuracion espacial en un tiempo #, como se muestra en
la Figura 1

{tﬁ}T:{tﬁ 5 tw}:{tuf\(t)fe’tj\},té) t‘;(t)fe’t)f},té) tw(t)fe’t)f},té)} (9)

En un contexto de elementos finitos basados en desplazamientos, el campo continuo
propuesto en (1) podré ser obtenido de manera aproximada mediante la interpolacion de
variables cinematicas discretas definidas en cada nodo del elemento. La eleccion del esquema
de interpolacion adoptado sera critica en lo que respecta al costo computacional del modelo.

El esquema de interpolacion mds econdémico y eficiente desde el punto de vista
computacional, es el esquema isoparamétrico con continuidad de clase CO, muy empleado en
formulaciones de elementos de viga de eje curvo [5]. Sin embargo, es bien conocido el hecho
de que la utilizaciéon de este tipo de interpolacion en vigas de eje recto requiere de
consideraciones particulares relacionadas con las deformaciones por corte. Para representar
correctamente el giro de las secciones planas simultdneamente con una deformada transversal
lineal, los elementos de clase CO deben considerar a las deformaciones por corte en su
cinematica, pero la gran cantidad de energia de corte necesaria para lograr “enderezar’ a la
barra deformada obligara luego al empleo de técnicas numéricas para subestimar y corregir la
energia de deformacion por corte en la determinacion de la matriz de rigidez del elemento. Es
decir que en las formulaciones de continuidad clase CO, la deformacion por corte debe ser
considerada para establecer la cinematica correcta, pero la mayoria del corte luego debe ser
“removido” para recuperar la rigidez correcta. Luego, capturar la deformacion por corte no es
el objetivo de dichas formulaciones [6].

En elementos de viga de eje recto es natural y mucho madas eficiente emplear
interpolaciones de clase C1 debido a que por su alta precision, requieren aproximadamente la
mitad de elementos para representar el mismo campo de desplazamientos que una malla con
elementos de continuidad CO [3]. Por otra parte, los desplazamientos se interpolan de manera
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consistente con los giros y las deformaciones por corte, lo cual evita problemas de bloqueo
por corte y esquemas de integracion reducida de la matriz de rigidez del elemento.

Figura 2 Desplazamientos y giros segin una formulacion de continuidad clase CO y una formulacion
hermitica C1 (Ref. [6])

2.2 Funciones de forma

En la presente formulacion se adoptara un esquema de interpolacion hermitico con
continuidad clase CI1, para la interpolacion de las componentes transversales de los
tno

desplazamientos, ‘v’ y ‘W’ definidas en el eje del elemento, en el sistema de coordenadas
local.

B0 = by +b - k+b, (%) 10
V=010 XTD0-| X (10)
t A tn ta 2
W =c,+¢ x+cz(x) (11)
La consideracion de las deformaciones por corte en la presente formulacion, requiere que

las mismas deberan mantenerse constantes en el elemento. Luego, las variables cinematicas

.y tj?xy se almacenan en un unico nodo central interno que debera ser condensado
estaticamente previo al proceso de ensamblaje de la matriz de rigidez.

Ve = 1o Ty = & (12)

Tanto para los desplazamientos longitudinales como para los giros de torsion, se utilizaran

esquemas de interpolacion con continuidad de clase CO (funciones de forma lineales). La
funcion CO elegida para los giros de torsion garantiza el cumplimiento de la hipdtesis de

indeformabilidad de las secciones transversales (d 20, [dx* = O) .

t A

' =a,+a'x (13)

‘9" =d,+d'% (14)

Las condiciones de borde del problema de interpolacion se establecen para cada grado de

libertad del elemento. Considerando el problema del elemento de viga de dos nodos con seis

grados de libertad por nodo y asumiendo ademds dos distorsiones constantes en todo
elemento, se tienen catorce grados de libertad.
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Figura 3 Grados de libertad medidos sobre el sistema de coordenadas locales del elemento. Los grados

. . 7y 1y . . ty o
de libertad internos ‘U, y ‘U, corresponden a las distorsiones '/, Vi

En un contexto de elementos finitos basados en desplazamientos, el campo completo de
desplazamientos en un punto arbitrario de la seccion transversal se podra aproximar mediante
una interpolacion numérica empleando un conjunto de funciones de interpolacion
7 = pt) (’)2, ‘P, té) segun (15).

m m

i =p.U, (15)

En la presente formulacion se sigue la convencion de la suma, salvo que se indique
expresamente lo contrario. Los indices superiores (superindices a derecha) se refieren en
general a las componentes de desplazamiento del campo y los indices inferiores (subindices a
derecha), a los grados de liberad del elemento que se indican en la Figura 3. En particular, en
la expresion (15) el indice m suma desde 1 hasta N siendo N =14 el nimero de grados de

libertad del elemento de viga tridimensional, y el indice i varia desde 1 hasta i =3.
Los vectores h,(,f) seran arreglos de 1xXN asociados a cada uno de las componentes del

campo de desplazamientos y podran agruparse en una matriz de interpolacion de 3xX N .

T
h" R ISR 10
[H] =|n® | =|n® AP . A (16)
N IS A 1%

Las funciones de forma propuestas en la presente formulacion verifican las condiciones de
suma unitaria en todo el dominio del elemento, y satisfacen uno de los dos requisitos
fundamentales de convergencia de convergencia monoténica (completitud) [2].

N .
> =1 (17)
k=1

En problemas de naturaleza membranal, la interpolacion del campo de desplazamientos
longitudinales podria modificarse adoptando un esquema jerarquico, mediante la
incorporacién de nodos internos adicionales. Sin embargo, este tipo de funciones de forma no
verifica las condiciones de convergencia dadas en (17).
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Las componentes de la matriz de interpolacion del campo de desplazamientos, se detallan
en la Figura 4

x 6- 6 X 6 6-
l_z Lwl'y Lwl z -9, Pz Py Z - L(ﬂ]'y _T(ﬂ]'z ?, 0,z =@,y —6:¢z 6:¢-y
[H]=| © o, 0 —(1—%] z 0 -9, 0 @ 0 —%-z 0 @-x 0 o,
X x
0 0 2 I-=|y o (U 0 @, -y -¢-x 0 — 0
L L
(L-x)-x 1 )4 ay (L-3x)-(L-x) (2L-3x)-x
‘A(X)ZT (ﬂz(%z):z Z—Z‘E—J"g %(x):# %(x):T
L—x)*-(L+2x L—x)*-x 3L—2x)-x* L-2x)-(L—x)-x
¢)5(x):( )L3( ) ¢’5(x):( Lz) ¢77()C):( IE ) Q)s(x):—( )Lg )

Figura 4 Funciones de forma modificadas para el elemento de viga tridimensional, considerando
deformaciones por corte y torsion con alabeo.

2.3 Interpolacion del campo de deformaciones

En una formulacion geométricamente no-lineal, las componentes del tensor de
deformaciones para una configuracion deformada arbitraria pueden obtenerse a partir de la
medida de deformacion de Green Lagrange, definida sobre la configuracion de referencia en
’x,°y,°Z segln

t+At6".[j =%.(1+Atuf\j,i + t+AtuAi,j + t+AtuAk,i . t+AzZ:l\k,j) (18)

En una formulacion incremental del equilibrio, el campo de desplazamientos en una

configuracioén desconocida en 7+ A¢ podra formularse a partir de una deformacion conocida

.y , . . At ~i i A .
en la configuracion ¢ segun el incremento finito ' ='d'+Ad. Del mismo modo, la

deformacion en una configuracion no-conocida en ¢+Ar queda determinada segin
“agl =g + A&7 El incremento finito de deformaciones queda determinado segun la

expresion (19).
371 1 AT ALT A [ t A / A / t~k.d Akl A /
A&’ =5-(Au“ +AGY ARG+ AR+ A AR ) (19)

Seglin la definicion del tensor de Green Lagrange, las derivadas de las componentes del
campo de desplazamientos se refieren a las variables de la configuracion de referencia. y se
indican segun la notacion conocida :

AR 0"’ AL = aAﬁ' (20)
0°x" 0°x’

En un contexto de elementos finitos, el campo de deformaciones podra ser interpolado a
partir de las variables nodales independientes del elemento mediante las funciones de forma




Alejandro Verri Kozlowski

dadas en (15) y el incremento de desplazamientos interpolado segin A" = k- AU,
N z%-(h,{f B RGN 4+ G ) AU, +%-A0m (myT-H7)-AT, (2D

El simbolo de igualdad aproximada = en las expresiones anteriores refiere al hecho de que
se ha aproximado el campo de desplazamientos mediante funciones de interpolacion a partir
de valores conocidos del campo en los nodos del elemento, a diferencia de la igualdad estricta
en la expresion (19) que no involucra ningun tipo de aproximacion. En las expresiones
anteriores, los términos asociados a las derivadas ‘u"' serdn luego los términos que formaran
la matriz de deformaciones o desplazamientos iniciales, en la formulaciéon de la matriz

tangente de rigidez. Estos términos podran interpolarse también con las funciones de forma
dadas en (16)

ki

W =0, (22)

En adelante se hace conveniente el empleo de notacidon contraida, o notaciéon de Voigt la

cual permite representar a los tensores de segundo y cuarto orden mediante arreglos

unidimensionales (vectores) y bidimensionales (matrices). En un abuso de notacion, las

expresiones tensoriales expresadas en notacion contraida, llevan los indices contraidos entre

paréntesis. Las componentes del tensor de deformaciones en notacién contraida, podran
expresarse segt’m el arreglo unidimensional (23):

{As} { 2 AEB) AW ARV Aé(é)} {Agll AER AP DALY 2AED A12} (23)

Desarrollando las expresiones anteriores, las componentes del incremento de
deformaciones en notacion de Voigt, pueden expresarse segiin una matriz de interpolacion de

deformaciones, dependiente del campo de desplazamientos al inicio del incremento ‘U .

i) 0] ~
{a&}" ([ ] +{au} | BNL]M)-{AU}M (24)
Las componentes de las matrices de interpolacion de deformaciones quedan determinadas
segun las expresiones (25) a (27)

[z[}L ](i) _ h][;i n th '(hﬁ’i ,h;c,i) [zéNL I: =%'(h£’i ,h;(,i) P2 1.2.3 (o sum) (25)

[fB] = (BB ) U, (BB + R ) [fBNL](S):(hM.h“) (26)
[’BLL = (R + 02 )+ U, (BB + B ) [B . (h“ h?) (27)

La relacion no-lineal dada en (24), obligara luego en la formulacidén incremental del
equilibrio, a encontrar una expresion aproximada lineal del incremento finito de
deformaciones, de modo tal que pueda ser utilizado en una ecuacién constitutiva incremental
lineal.

3 ECUACIONES CONSTITUTIVAS

En un planteo incremental, el estado de tensiones para una configuracion ¢+ A¢ puede

10
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determinarse segun un estado de tensiones en una configuracion conocida en ¢ y un
incremento finito de tensiones. Para el material anisotropo particular que aqui se trata,
resultante de un apilamiento de laminas ortétropas orientadas arbitrariamente segiin sus ejes
materiales, las ecuaciones constitutivas deberan definirse para cada una de las ldminas
constitutivas de la seccion transversal. Luego, el incremento finito de tensiones en un punto
de una ldmina n — ésima, queda determinado segun (28)

t+Ar Qij 1 Qif qij
nS - nS +17AS (28)
En esta expresion, el indice n refiere al nimero de ldmina, asociado a una ordenada local
°Z de la seccion transversal y los tensores “%'S” y 'S” corresponden al segundo tensor de

Piola-Kirchoff referido a la configuracion inicial y final, respectivamente. En un planteo
incremental, la relacion constitutiva para un material anisoétropo general puede formularse
segun una ley constitutiva lineal dentro de algun incremento finito de tensiones y
deformaciones. Los efectos de los fuertes gradientes de temperatura y humedad que existen
durante el proceso de curado del laminado deben ser considerados mediante la ley de hooke
generalizada para el caso no isotérmico.

nAS,,-j _ n[é,ijkl .|:nAé:kl_ ‘(G .<I+AIT_tT)_ntBkl.(HAtc_ tc):| (29)

n
La ecuacién incremental (29) incluye el efecto de acoplamiento térmico, higroscopico y
mecéanico que tienen lugar durante el proceso de curado del laminado compuesto. En esta
expresion ,AS” es el incremento de tensiones, ‘C” es la matriz tangente de elasticidad, '&"

y /8" son los tensores de dilatacién térmica e higroscopica de la ldmina respectivamente,

“MT —'T es el gradiente térmico y “““c—'c es el gradiente de humedad que actiian sobre

toda la seccion transversal durante el incremento.

(n+1)

N

Figura 5 a) Esquema de laminacion arbitrario. b) Sistema de coordenadas materiales (principales) y
locales de la lamina. Los ejes locales de la lamina coinciden con el sistema de coordenadas local del
elemento.

En la formulacion propuesta, se asumira como hipotesis que la temperatura y la humedad
no varian durante todo el proceso incremental y se consideraran los efectos mecanicos del
curado Unicamente a partir de un estado de tensiones y deformaciones iniciales.

CAST = IO AgH (30)
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3.1 Transformacion de coordenadas materiales y locales

Los tensores constitutivos de cada ldmina ortdtropa, estan definidos en el sistema de
coordenadas material (principal) de cada lamina. Los tensores constitutivos ' C™ g y ' ,5”"
estan definidos para las coordenadas locales de la lamina, coincidentes con las coordenadas
locales del elemento. Debido a que las laminas del laminado son especificamente orientadas

segin un angulo ©" referido a sus direcciones materiales, se define una matriz de

transformacion de coordenadas para cada lamina, segiin la expresion (31) donde ¢“ son los

vectores base del sistema de coordenadas local del elemento y &) los vectores base del
sistema de coordenadas material de la ldmina ort6tropa.

A7 ={&'}{&] =cos(&,&) F=4"-% (31)
Las ecuaciones constitutivas de las laminas constitutivas del laminado orientadas

arbitrariamente quedardn determinadas segun las leyes de transformacion de los tensores de
2%y 4 orden (32) y (34):

fat = A" A (32)
t Dkl — Akp_ Alq‘ t Apq (33)
ntéijkl — nAir . Ajs - Akp . nAlq . ntérqu (34)

Los productos de matrices de transformacion de las expresiones se pueden condensar en
una Unica matriz de rotacion de tensiones [7,]| y deformaciones [7.] Debido al uso de

o

componentes no tensoriales en notacion de Voigt, estas matrices de transformacioén no son
. , ., ! T
ortogonales sino a través de la relacion [7, | =T, |

En la Figura 6 se muestran las componentes de los tensores constitutivos y de los tensores
de deformacion térmica e higroscopica en notacion de Voigt para el sistema de coordenadas
material de la ldmina y para el sistema de coordenadas local del elemento. Las matrices
constitutivas de la figura muestran los coeficientes aparentes que producen un acoplamiento
adicional entre distorsiones y dilataciones por temperatura o humedad diferencial, en una
lamina ortotropa arbitrariamente orientada.

La ecuacion constitutiva de la seccion transversal del elemento quedard determinada a
partir de la integracion de las diferentes ecuaciones constitutivas de las ldminas que forman el
laminado. Esta integracion se efectia numéricamente sobre el volumen elemental del
elemento en la configuracién inicial durante la formulacion de la matriz de rigidez tangente
del elemento, y es el objeto de los paragrafos siguientes.
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. _évllll éllzz é|]33 0 0 émz_

'61111 61122 61133 0 0 0
C‘“ZZ 6‘2222 6‘2233 0 0 0 chr o C"vzzzz 0 0 occ
B é' 133 62233 63333 0 0 0 . C‘vl 133 62233 63333 0 0 C"v3312
|:C:| = 72323 |:C:| = A A
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Figura 6 Tensores constitutivos en notacion contraida. Tensores de deformacion térmica e higroscopica.

4 FORMULACION INCREMENTAL DEL EQUILIBRIO

En una formulacion lagrangiana total (TL), el equilibrio y la compatibilidad del elemento
quedan expresados a partir del principio de los desplazamientos virtuales (35) mediante la
integracion del trabajo de las tensiones sobre una variacion virtual de las deformaciones, para
una configuracion en ¢+ Aty sobre el volumen de referencia inicial V.

'[ t+At§ij LSTNET L goy = J' {H—Ats‘v}(i) .§{t+Até}(i) AV = "MR (35)
v

v

. i A (l) . .
En esta expresion, *¥S7 y{”A’S} representan al segundo tensor de Piola Kirchoff en

., . , At Al ar A1) .
notacion tensorial y contraida, ™ &” y{t+ ’E} representan al tensor de deformaciones de

Green-Lagrange en notacion tensorial y contraida y “““R es el trabajo virtual de las fuerzas
exteriores sobre la configuracion en ¢+ At¢, en cada punto del volumen del elemento. En
general, debido a que la estructura puede sufrir grandes desplazamientos y deformaciones, la
ecuacion de equilibrio (35) no podrd resolverse directamente y deberd ser linealizada.
Planteando una aproximacion de Taylor de primer orden y reordenando los términos de
manera mas conveniente, se tiene una formulacion lineal de las ecuaciones incrementales de
movimiento:

(1) .y A1) (i . A100) a0
[{as}" s{aet? aov+ [{8)-o{an” -av =R~ [{'S}" - s{ael"-a"v (36)
4 v v
A partir de las funciones de forma obtenidas previamente, los términos de la expresion (36)
podran ser interpolados mediante de las variables nodales incrementales del elemento.
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Reemplazando las expresiones incrementales del campo de tensiones y deformaciones, se
obtiene la ecuacion de equilibrio incremental linealizada, expresada a partir de una matriz de
rigidez tangente.

'K, {a0) ={ R} -{'R ], (37)
Luego de la aproximacion de Taylor, las componentes de la matriz (simétrica) de rigidez

tangente del elemento quedan definidas en (38) a partir de las integrales de volumen del
elemento en la configuracion inicial de referencia.

; P (U s (V)R P (V) 410 ~ 70 ~ 70N L,
[fKL zojy[’BL]p [e]” .[’BLL’ d V+ujy{’s} .[[’BNL]M{fBNLLp)-d Vo(38)
La integracion del trabajo virtual del incremento de tensiones con la componente lineal de

deformaciones, resulta en el vector de fuerzas internas, cuyas componentes quedan
determinadas segun la expresion (39)

(&), =[5 (8] v @)
v
5 IMPLEMENTACION NUMERICA

La ecuacion de equilibrio sera resuelta en un esquema iterativo incremental, donde la
ultima configuracion conocida en ¢ corresponderd a la primer iteracion (0) de una
configuracion desconocida en ¢+ At .

Hofo) TS e={ (0
]-1 ({ ,wﬁ} B (k1) { ,+Afﬁl}j (41)
ae)=([B, ]+ B ] a0} Tan) as)-"E] an) @

<k>{t+Até} ~ <k’]>{t+Até}+ <k>{Aé} <k>{t+At§} ~ <k_1>{t+AtS} + (%) {Aé} (43)
Las ecuaciones deberan resolverse repetidamente para k=1,2,3... hasta cumplir cierto

criterio de corte. Los criterios de convergencia basados en el control de la energia [3],[5]
seran preferibles a los criterios basados en desbalance de fuerzas o desplazamientos.

5.1 Integracion numérica

En una seccién anisétropa formada por un conjunto de laminas ortdtropas, las integrales
definidas sobre el volumen elemental en las expresiones (38) y (39), podran reemplazarse por
una suma de integrales sobre el espesor de cada lamina. La expresion resultante de la
integracion numérica de la matriz tangente elemental queda determinada en forma general a

rsu

partir de dos arreglos multidimensionales de integracion, rs: [Q]pq y [A]pq segun (44):
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VK] = (T10, A, ) )
En la expresion (44) se mantiene la convencion de la suma para los indices (n,r,s,u) los

cuales suman segun n=1.NL-1 r=1..N, s=1.N, y u=1..N,, siendo NL el nimero de

I
laminas de la seccion 'y N,,N,,N, el nimero de puntos de integracion para las dimensiones
X, ¥,z respectivamente. Los arreglos multidimensionales estan asociados a la integracion de
las matrices de rigidez de desplazamientos iniciales y de tensiones iniciales, respectivamente.
Los parametros o, 5°, " son las funciones de peso para las integraciones en cada una de las
tres dimensiones del volumen elemental. El pardmetro , @ resulta del cambio de variable para

el dominio de integracion, definido luego en (49) a (51)

rs: [A]pq rs:{tsﬁ}(i) .(""‘Z [IENL }(i) N rs: [thNL ](i)) Conresoat nosum) (45)

0

Pq qp

“lal,="13]" [¢]"."[3]" (o5 mosum) (46)

n n P n q

n

Las matrices de interpolacion evaluadas en los puntos de integracion se determinan por
unica vez al comienzo del proceso incremental. Los puntos de integracion resultan del
esquema de integracion adoptado, siendo necesario un Unico cambio de variable que permite
unificar los limites de integracion.

rs: [IELI:‘) - [oéL(o;C(fr)’ o)’*}(l//s), Oé(g)ﬂ(ﬁ 47)

rsu [’éNL }(i) - |:OBNL (0£(§r )’ °% l//s)’ 02(;: ))](i) 48)

n Pq

5.2 Esquemas de cuadratura y puntos de integracion

La eleccion del nimero de puntos de integracion de cada dimension serd critica en el costo
computacional de cada iteracion de la matriz tangente y dependera del tipo de problema a
analizar. El indice r representa a la variable discreta de integracion sobre la longitud del
elemento seglin el cambio de variable dado por (49) y donde seran recomendables esquemas
abiertos de Gauss con N, =2 o bien, esquemas cerrados de Gauss-Lobatto con N, =4. El

indice s representa a la variable discreta de integracidon en el ancho del elemento con el
cambio de variable dado en (50). En este caso puede utilizarse un esquema cerrado de
Newton-Cotes con N, =3 o bien, un esquema de Gauss-Lobatto, con N, =4. El indice u

representa a la variable discreta de integracion sobre el espesor de la fibra. En este caso
particular, un esquema de Gauss con N, =1 serd suficiente para cada fibra. En los problemas

de andlisis de tensiones interlaminares, es computacionalmente mas eficiente utilizar un
esquema de Newton-Cotes con N, =2 y en los problemas de pocas laminas gruesas, serd

recomendable un esquema de Gauss con N; =2.
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#(E) = (¢ +1) (r=1..N,) (49)
”9(yﬁ)=%o-w (s=1..N,) (50)

on u nh u
Z(;ﬂ):?'; +T <AV

En secciones tipo sandwich, formadas por un nucleo o ldmina central con espesor mucho
mayor a las laminas de refuerzo externas, es conveniente formular una integracion de
cuadratura de Gauss con N, >2 y N, >2 para el nicleo del laminado. En la expresion (51)

n=1.NL-1) (51)

A~ 0

2, )2 son las coordenadas superior € inferior respectivamente y

b, es el ancho de la viga 'y
,h el espesor de la ldmina »—ésima, medidos en el sistema de coordenadas local del

elemento.

5.3 Degradacion de rigidez

En un proceso de cargas monotonico es posible considerar la degradacion de la rigidez del
elemento a partir de la falla sucesiva de cada lamina del laminado, mediante la incorporacion
de un criterio de fluencia y un indicador de falla, que deberan almacenarse para cada punto de
integracion, junto con el tensor constitutivo de la fibra, entendiéndose por fibra a un punto
arbitrario de la ldmina ortdtropa seleccionado como punto de integracion.

En este tipo de analisis, los tensores constitutivos deberdn almacenarse para cada punto de
integracion al igual que los tensores de tensiones y deformaciones iniciales, que forman parte
de la historia de cargas de la fibra y las matrices de integracion se modifican segun (52)

Q] = [féL}(’) S [fé}(”) - [féL](” (noros.u mo sum.) (52)
P n

n rq n n q

Para la evaluacion segun un criterio de falla particular basado en invariantes de tension, las
tensiones y deformaciones en coordenadas materiales (principales) de cada lamina, podran ser
determinadas en su forma incremental a partir de las transformaciones inversas segun (53).

(a8} =11 {a5)" (a8 = (1,1 {a8)" (53)

5.4 Implementacion numérica

El modelo numérico formulado en el presente trabajo, fue implementado en un programa
de elementos finitos para el andlisis no lineal de estructuras de materiales compuestos [14]
desarrollado en la catedra de Mecéanica de Laminados Compuestos de la Facultad de
Ingenieria de la Universidad de Buenos Aires (FIUBA). El programa, implementado sobre
Mathematica 3.1 (Student Version), admite la modelacion de estructuras espaciales de barras,
con la definicion de secciones transversales (simétricas) arbitrarias compuestas de materiales

ortotropos, en secuencias de laminacion arbitrarias y con integracion selectiva, entre otras
facilidades.
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6 RESULTADOS OBTENIDOS

En el presente capitulo se analizan algunos problemas de la bibliografia de referencia. Para
evaluar la influencia real sobre el campo de desplazamientos del elemento, se analizan para
cada problema dos soluciones: una solucion en la que no se considera el acoplamiento entre
torsion y corte, haciendo nulos los términos de alabeo dados en (8) y denominadas soluciones
FSDT(*) y una soluciéon correspondiente al campo de desplazamientos modificado por el
acoplamiento de torsidon y corte, que se denominara en lo sucesivo segun sus siglas en inglés,
MSDT (Modified Shear Deformation Theory).

6.1 Problema 1. Viga laminada simplemente apoyada.

q, EI/EZ =25
NN G, =G, =05E,
—A— o G,,=02-E, v,=025
L iy L/h=10 b=15 h=0.1
N q,=10
A. Referencia [11] B. Presente formulacion
LAM. SEQ. CLPT FSDT FSDT(*) MSDT
malla|] w |malla|] w [malla w w
2 10.6234( 2Q 10.9234| 2 0.8708 0.8708

0 4 10.6234| 4Q ]0.9234 0.8708 0.8708
0.8708 0.8708
3.1882 3.1882
3.4957 3.4957
3.5526 3.5526
4.9917 4.9992
5.4648 5.4642
5.5503 5.5504
1.0624 1.0624
1.0624 1.0624
1.0624 1.0624
2.5833 2.6165
2.6156 2.6571
2.6192 2.6632

2 33216 2Q |3.7502
(0/90) 4 [3.3216] 4Q [3.7502

2 5.3959(| 2Q |5.8245
(45/-45) 4 [5.3959| 4Q [5.8245

2 10.7084| 2Q |1.1370
(0/90)s 4 10.7084| 4Q [1.1370

2 21879 2Q |2.6165
(45/-45)s 4 [2.1879| 4Q [2.6165

(o NN F NN I S 2 Ko U B SN I NS 2 Ko U RS NS B Ko N [ SN NS B Ro N P S

Tabla 1 Flecha central en una viga simplemente apoyada (Ochoa y Reddy [11])

En la Tabla 1 se muestran los resultados obtenidos para la flecha central de una viga
simplemente apoyada de longitud ‘L con una carga uniformemente distribuida ‘g, y con una

seccion transversal laminada segiin diferentes secuencias de laminacion. Se muestran los
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resultados del presente modelo (FSDT*/MSDT) junto a las soluciones obtenidas en las
referencia [11]. En las columnas CLPT se muestran los resultados para una malla de
elementos hermiticos de 2,4 y 6 elementos, sin considerar deformaciones por corte (Ref.
[11]). En las columnas FSDT se muestran los resultados para una placa en flexion cilindrica
(strip) con mallas de 2 y 4 elementos lagrangianos (cuadraticos) considerando deformaciones
por corte (Ref. [11]). En las columnas FSDT(*) y MSDT, se muestran los resultados de la
presente formulacion, con mallas de 2,4 y 6 elementos. La solucién convergid para la malla
minima. La ausencia de esfuerzos de torsion mostrd que el acoplamiento de las distorsiones
sobre los desplazamientos transversales es nulo en laminados cruzados y despreciable en
laminados oblicuos (45/-45)

6.2 Problema 2. Ménsula laminada.
E E,=25
G,=G,=05E,

q, M
?/ N NN Lo LUl L m o G=02E v, =025
'L

2 L/h=10 b=15 h=0.1
‘w

\\

X 'L go=1. m =10,
(mo=0) (mo=10 qo)
LAM. SQ. FSDT(*) MSDT FSDT(*) MSDT
malla w W malla w w

1 22.452 22.762 1 -3.421 -12.409

(45/-45)s 2 22.933 | 22.552 2 5.163 -4.864

4 22.608 | 23.006 4 4.742 -4.191

1 22414 | 22.505 1 -0.183 -2.314

(45/-45/45)s 2 22.466 | 22.568 2 7.113 2.535

4 22.503 | 22.599 4 6.629 3.034

1 22.249 22.287 1 9.499 7.624

(45/-45/45/-45)s 2 22.273 | 22317 2 13.624 10.515
4 22.285 | 22.329 4 13.352 10.809

1 22.268 22.289 1 8.660 8.174

(45/-45/45/-45/45)s 2 22.286 22.309 2 12.992 10.908
4 22.300 22.319 4 12.730 11.191

1 9.323 9.382 1 -4.446 -7.850

(0/30/60/90)s 2 9.334 9.401 2 0.480 -3.684
4 9.349 9.416 4 -0.139 -3.516

Tabla 2 Flecha en el extremo de una ménsula (Ochoa y Reddy [11])

La Tabla 2 muestra la influencia de las deformaciones de torsion sobre la flecha extrema
de una ménsula empotrada sometida a una carga uniforme distribuida y a un par torsor
simultaneos, actuando en el extremo libre. Se comparan los resultados del modelo para un
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problema de flexion y corte (A) y para un problema de flexion, corte y torsion combinadas
(B). Ambos problemas se analizaron segiin una formulacion FSDT* (no se consider6 el
alabeo de las secciones) y seglin la formulacion propuesta (MSDT), para la cual se observa la
significativa influencia del acoplamiento sobre los desplazamientos verticales cuando existen
solicitaciones de torsidon en una seccidon no-circular.

7

>

CONCLUSIONES

Fue presentada la formulacion de un elemento finito de viga de eje recto tridimensional,
para el andlisis no-lineal de secciones prismaticas anisétropas sometidas a esfuerzos de
flexion, torsion y corte combinados. El elemento incorpord una formulacion cinematica
del campo de desplazamientos que permitid considerar la influencia de los esfuerzos de
corte, torsion y flexion sobre los desplazamientos transversales, mediante una teoria
modificada de deformaciones de corte (MSDT) y la consideraciéon del alabeo de las
secciones transversales.

La influencia de las tensiones y deformaciones iniciales sobre el campo de
desplazamientos del elemento fue significativa. La consideracion de una medida de
deformacion no-lineal fue determinante para una correcta formulacion de la matriz de
rigidez del elemento

Los resultados obtenidos para los problemas de flexion y corte sin torsion (Tabla 1),
mostraron que la consideracion del acoplamiento sobre los desplazamientos transversales
fue muy baja para laminados simétricos oblicuos (+45/-45)s. En el caso de laminados
cruzados (0/90), la influencia del acoplamiento fue nula. La formulacion MSDT
convergio a la teoria FSDT ante la ausencia de esfuerzos de torsion.

Los resultados obtenidos para problemas de flexion, corte y torsion combinados (Tabla 2)
mostraron una significativa influencia del acoplamiento sobre los desplazamientos
transversales. La utilizacion de una teoria FSDT (sin considerar el alabeo de las
secciones) arrojo diferencias muy grandes en mddulo y signo respecto de la formulacion
propuesta MSDT. Se obtuvieron diferencias de desplazamientos verticales muy grandes
(300%) en los casos de laminados simétricos oblicuos del tipo (45/-45)s. El incremento
del nimero de secuencias (45/-45) en este tipo de laminados (pseudoisotropia) redujo la
influencia del alabeo sobre los desplazamientos verticales a diferencias reducidas (20%).
El modelo propuesto convergi6 a la solucion con un namero igual o menor de elementos
que los utilizados en modelos de placas bajo flexion cilindrica. En todas las secuencias de
laminacion analizadas, la existencia de esfuerzos de torsion, requirid un mayor nimero de
elementos para converger a la solucion. Para las formas de secciones transversales
analizadas, la utilizaciéon de dos términos para la funcion de alabeo fue suficiente para
converger a la solucion de la serie.

El andlisis de problemas de muchas laminas demando6 tiempos considerables de célculo,
incluso con mallas de pocos elementos. Es recomendable el disefio y la implementacion
de técnicas de optimizacion y paralelizacion de algoritmos para hacer posible el analisis
de secciones y mallas mas complicadas, en un tiempo de calculo razonable.

La influencia del acoplamiento de flexion y torsion sobre la degradacion de rigidez en la
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falla secuencial de laminas debe ser investigada, particularmente en laminados oblicuos
considerando tensiones y deformaciones iniciales por gradientes de humedad y
temperatura.
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